
20 הרצאה ־ ממשיות פונקציות

28.12.10

(X1 ×X2,Σ, λ)

,x1 ∈ X1 ,g : X1 → [0,∞] נגדיר .λ(E) <∞ ונניח E ∈ Rσδ תהי למה.

g(x1) := µ2(Ex1)

ומקיימת כב"מ סופית g ≥ 0 מדידה פונקציה g אזי

λ(E) =

∫
X1

g(x1)dµ1(x1)

הוכחה.
E = E1 × E2

g(x1) =

{
µ2(E2), x1 ∈ E1

0, x1 6∈ E1

לזה. זה זרים מדידים מלבנים של מניה בן איחוד היא E .E ∈ Rσ נניח

E =

∞⋃
n=1

En

נגדיר
gn(x1) := µ2((En)x1

)∀n

g(x1) = µ2(Ex1
) = µ2(

⋃
n

(En)x1
) =

∑
n

µ2((En)x1
) =

∑
n

gn(x1)

≥ 0 מדידה,

m∑
n=1

∫
x1

gn(x1)dµ1(x1) =

m∑
n=1

λ(En) ≤ λ(E) <∞∀m

.f = lim
n→∞

fn ותהי שליליות אי אינטגרביליות פונקציות של יורדת לא סדרה {fn} תהי למה.

כב"מ. סופית f אזי lim
n→∞

∫
fndµ <∞ אם

1



בית. בשיעורי הוכחה

g =
∑
n=1

gn

lim
m→∞

∫
X1

(

m∑
n=1

gn)dµ1 = lim
m→∞

m∑
n=1

∫
x1

gndµ1 = lim
m→∞

m∑
n=1

λ(En) = λ(E) <∞

E ∈ Rσδ

E =
⋂
nAn Rσ–מ {An} קבוצות של עולה לא סדרה קיימת

λ(B) ≤ λ(E) + 1 E ⊆ B B ∈ Rσ שקיימת יודעים אנחנו כן, על יתר

E =
⋂
n

(An ∩B)

λ(A1) <∞ כעת להניח אפשר
x1 ∈ X1 hn(x1) := µ2((An)x1)

g ≤ . . . ≤ hn+1 ≤ hn ≤ · · · ≤ h1

כב"מ. סופית h1
החתכים סדרת

{(An)x1
}

עולה. לא
אם

µ2((A1)x1
) = h1(x1) <∞

אזי
µ2(Ex1

) = µ2(
⋂
n

(An)x1
) = lim

n→∞
µ2((An)x1

) = lim
n
hn(x1)

כב"מ סופית ≥ 0 מדידה g גם לכן מדידה hn ∫כל
X1

∫
hndµ1 = lim

n
λ(An) = λ(E)

שלמות. µ1, µ2 המידות כי נניח והלאה מעתה

.x1 ∈ X1 כל כמעט עבור Ex1 ∈ Σ2, µ2(Ex1) = 0 אזי .λ(E) = 0 ,E ∈ Σ נניח למה.

2



λ(F ) = λ(E) E ⊆ F המקיימת F ∈ Rσδ קיימת הוכחה.

Ex1
⊆ Fx1

∫
X1

µ2dµ1(x1) = λ(F )

µ2(Fx1
) = 0

µ2(Ex1) ≤ µ(Fx1) = 0 .x1 כל כמעט עבור Ex1 ∈ Σ2 לכן כב"מ

Ex1
∈ Σ2 מתקיים x1 ∈ X1 כל כמעט עבור אזי λ(E) <∞ E ∈ Σ תהי משפט.

x1 → µ(Ex1
)

כב"מ סופית ≥ 0 מדידה

λ(E) =

∫
X1

µ2(Ex1
)dµ1(x1)

G := F \ E .λ(F ) = λ(E) E ⊆ F המקיימת F ∈ Rσδ קיימת הוכחה.
λ(G) = 0 ,G ∈ Σ

Ex1
= Fx1

\Gx1

.x1 כל כמעט עבור Ex1
∈ Σ2 לכן

µ2(Ex1) = µ(Fx1) <∞

x1 כל כמעט עבור

x1 → µ2(Ex1
)

∫מדידה
X1

µ2(Ex1)dµ1(x1) =

∫
X1

µ2(Fx1)dµ1(x1) = λ(F ) = λ(E)
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