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.x1+...+xn

n

a.s−−→ Ex1 אז
∑ Var xi

i2 <∞ ש– כך ב"ת {xi} טענה.

קולמוגורוב ממשפט לכן .
∑

Var(xi−Exi

i ) < ε לכן
∑

Var(xi

i ) < ∞ נתון הוכחה.

.x1+...+xn−nEx1

n

a.s−−→ 0 קרוניקר של מהלמה ועכשיו כ"ב מתכנס
∑ xi−Exi

i

קולמגורוב: של הטורים שלשת משפט.
אם: כ"ב מתכנס

∑
xi אז yi = 1|xi|<cxi נגדיר .c > 0 יהי ב"ת. x1, x2, . . . נניח

.
∑∞
n=0P(|xn| > c) <∞ .1

מתכנס.
∑
Eyn .2

.
∑

Var yn <∞ .3

מדי. מתקדמים מדברים נובע השני הכיוון אבל אם ורק אם זה למעשה ∑הערה.
(yn− קולמגורוב ממשפט לכן

∑
Var(yn−µn) <∞ מ–3 אז µn = Eyn נגדיר הוכחה.

ומהלמה 1 ב– שימוש ע"י כ"ב. מתכנסכ
∑
yn ולכן מתכנס

∑
µn 2 מ– כ"ב. מתכנס µn)

P(xn 6= yni.o) = 0 ההסתברות כלומר .P(|xn| > ci.o) = 0 כי נובע קנטלי בורל של
כ"ב. מתכנס

∑
xn כלומר

קולמוגורוב של 0־1 חוק משפט.
σ – שדה מדידות. xn, . . . ש– כך המינימלי σ שדה– F∞n = σ(xn, xn+1, . . .) מ"מ x1, . . .
כלומר .n לכל F∞n ל– שייך הוא אם זנבי מאורע הא A מאורע כלומר .F∞∞ = ∩F∞n זנבי:

.A מאורכ נשנות את משנה אינו ערכים של סופי מספר שינוי

limn→∞ x1 + קיים או זנבי. מאורע היא {xn ∈ Bni.o} אז בורל קבוצות Bn ∈ B דוגמא.
.x2 + . . .+ xn

.P(A) ∈ {0, 1} מתקיים A ∈ F∞∞ לכל אז ב"ת {xn} אם משפט.

מסקנה.

כ"ב. y = const אז n לכל y = fn(xn, . . .) ש– כך מ"מ y ש– נניח ב"ת. {xn} .1

הם מלמעלה חסומים Sn או חסומים Sn ו– מתכנס Sn המאורעות אז ב"ת {xn} .2
.1 או 0 הסתברות

x1

1 + . . .+ ש– יודעים אנחנו 0־1 מ– Varxi := σ2 <∞ עם ש"ה ב"ת {xn} עבור דוגמא.
.1 או 0 בהסתברות n→∞ כש מתכנס xn

n
קולמוגורוב: ממשפט ∑אבל

Var(
xi
i

) =
∑ σ2

i2
<∞

.1 בהסתברות ולכן

1



ש– ייתכן האם .j לכל yj ∼ xj ש– כך ב"ת מ"מ y1, . . . ב"ת, מ"מ x1, x2, . . . יהיו תרגיל.

P( lim
n→∞

x1 + x2 + . . .+ xn − y1 − . . .− yn = +∞) > 0

ו– A := {ω : limn→infty x1 + x2 + . . .+ xn − y1 − . . .− yn = +∞} נסמן: פתרון.
A := {ω : limn→∞ x1 + x2 + . . .+ xn − y1 − . . .− yn = −∞}

x1 + . . . + xn − y1 − . . . − yn ∼ y1 + . . . + כי P(A) = P(B) אז xj ∼ yj ו– היות
yn − x1 − . . .− xn

.P(A) = 0 ולכן P(A) ∈ {0, 1} לכן זנבי מאורע A שני מצד .P(A) 6= 1 לכן

,Sn = x1 + . . . + xn Ex
2
1 = 1 ,Ex1 = 0 עם ש"ה ב"ת מ"מ סדרת x1, . . . תהי תרגיל.

.yn = Sn√
n

.t לכל P(lim supn yn > t) את מצאו .1

כלשהו. z עבור xn
P−→ z האם בדקו .2

פתרון.

נגדיר .m ∈ N יהי .lim sup yn
a.s
= +∞ כלומר, .P(lim sup yn > t) = 1 כי נראה .1

lim sup zmn = לכן, .|zmn − yn|
a.s.−−→ 0 ש– להראות ניתן .zmn = 1√

n

∑n
j=m xj

.lim sup yn

:m לכל ולכן x1, . . . xm−1 ב– תלוי אינו lim sup zmn
c בשלילה נניח .lim sup yn

a.s
= c מקולמגורוב lim sup yn = fm(xm, xm+1, . . .)

סופי.

.P(yn > c+ 1) > ε > 0(∗) גדול מספיק n עבור CLT עפ"י אחד מצד

y → 1√
2π

∫∞
c+1

e−u
2/2du

בהסתברות .P(
⋃∞
n=1An) = 1 אזי An = {∀m > n, tm < c+ 1} נגדיר שני מצד

.A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆ An ⊆ . . . לב נשים אבל .ym < c+1 ממנו שהחל כך N קיים 1
P(An) > :n > N שלכל כך N קיים ε > 0 לכל כלומר .limn→∞P(An) = 1 לכן

P(An) < P(yn+1 < c+ 1) ≤ 1
(∗)
−ε אבל 1− ε

.P(lim sup yn > t) = 1 לכן סתירה. וזאת

:z : Ω→ R לפונקציה בהסתברות מהתכנסות אז yn : Ω→ R .2

∀ε∀δ∃N∀n > NP(|yn − z| > δ) < ε

על לחזור אפשר אבל .fnk

a.s−−→ f סדרה תת קיימת אז fn
P−→ f אם ממשיות,

אז lim inf ynk

a.s
= −∞ ,lim supxnk

a.s.
= +∞ ולקבל ynk

סדרה תת עם א' סעיף
כ"ב. גבול שיש לכך סתירה תהיה ynk

a.s−−→ z

2


